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Resumo

O trabalho descrito é uma proposta de insercao do contetido de equagoes diofantinas li-
neares para alunos do 9° ano do ensino fundamental e um estudo de equacoes diofantinas
lineares para trés variaveis e também o caso geral com n variaveis. Meu objetivo foi anali-
sar o processo de transformacao do conteido de equacoes diofantinas lineares para fins de
ensino na educagao bésica a partir de tépicos da disciplina de teoria dos nimeros. Como
divisibilidade, maximo divisor comum, nimeros primos e fatoracao, aplicando problemas
do cotidiano que envolve equagoes diofantinas lineares. Foi utilizado o software Geoge-
bra para analise dos resultados obtidos a partir de um problema proposto. Ao serem
apresentados ao conteiido, os alunos puderam identificar agoes que sao praticadas por
eles no dia-a-dia que refletem numa equacao diofantina e puderam também verificar que

as solugoes das equagoes diofantinas correspondem a pontos do grafico de uma fungao afim.

Palavras-chave: Equacoes diofantinas; Geogebra.
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Abstract

The work described here is a proposal of inserting the content of linear diophantine equa-
tions for 9th grade students and a study of linear diophantine equations for three variables
and also the general case with n variables. My objective was to analyze the process of
transforming the content of linear diophantine equations for teaching purposes in basic
education from topics of the theory of number theory. Such as divisibility, maximum
common divisor, prime numbers and factorization, applying everyday problems involving
linear diophantine equations. Geogebra software was used to analyze the results obtained
from a proposed problem. By being presented to the content, students were able to iden-
tify actions that are practiced by them in everyday life that reflect a diophantine equation
and could also verify that the solutions of diophantine equations correspond to points in

the graph of a related function.

Keywords: Diophantine equations; Geogebra.
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Introducao

Conforme Howard Eves em Introducao a histéria da matemadtica e o site biografiaecuriosi-
dades.blogpost.com.br, Diofanto de Alexandria, foi um matemaético grego (séc I1I), de cuja
vida pouco se conhece, teria vivido em Alexandria, na época um grande centro cultural.
Teve uma importancia enorme para o desenvolvimento da algebra e uma grande influéncia
sobre os europeus que posteriormente se dedicaram a teoria dos numeros. Quase tudo
que conhecemos sobre a vida pessoal de Diofanto esta contido no seguinte suméario de um
epitafio que aparece na Antologia Grega:

“Diofanto passou % de sua vida como crianca, = como adolescente e mais + na condicao

' 12 7
de solteiro. Cinco anos depois de se casar nasceu-lhe um filho que morreu 4 anos antes
de seu pai, com metade da idade (final) de seu pai”.

Dai podemos representar uma equacao algébrica e descobrirmos com quantos anos
Diofanto morreu resolvendo a equagao abaixo.

I 45444
r=—4+—4+ = = )
6 12 7 2

Como x representa sua idade, resolvendo a equacao obtemos que ele viveu até os
84 anos de idade.

Diofanto escreveu trés trabalhos: Aritmética, seria constituida por 13 volumes,
dos quais se conhecem 6; Numeros Poligonais do qual restou apenas um fragmento; e
Porismas, que se perdeu.

A Obra Aritmética é uma abordagem analitica da teoria algébrica dos niimeros que
eleva o autor a condicao de génio em seu campo. A parte remanescente do trabalho se
dedica a resolucao de 130 problemas, numa variedade consideravel. A Obra Aritmética
se ocupa de equacoes determinadas em uma incognita e Numeros Poligonais e Porismas
tratam de equagoes indeterminadas de segundo grau, e as vezes de maior grau, em duas
ou trés incognitas. E notével a falta de métodos gerais e a aplicacao repetida de artificios
engenhosos ideados para as necessidades de cada problema especifico. Diofanto s6 admitia
respostas entre os nimeros racionais positivos e, na maioria dos casos, satisfazia-se com
apenas uma solucao do problema. Os problemas algébricos indeterminados em que se de-

vem achar apenas solugoes racionais tornaram-se conhecidos como problemas diofantinos.



Pode ter sido ele o primeiro a dar os primeiros passos rumo a uma notagao algébrica.
Esses passos tém a natureza de abreviagoes estenogréficas.

As equagoes diofantinas sao todas as equagoes polinomiais (ndo importa o nimero
de incégnitas) com coeficientes inteiros, sempre que seu estudo seja feito tomando como
universo das variaveis o conjunto dos nimeros inteiros. Sejam aq,as,...,a,,c inteiros

fixados. Uma equagao diofantina linear em n varidveis é da forma
CL1X1 + CL2X2 + ...+ CLan = C.

O trabalho que elaborei e que se encontra no apéndice, foi aplicado numa turma
do 9° ano do ensino fundamental, na cidade de Santo Amaro da Purificagdo, no estado
da Bahia, com carga horaria de 10 horas, visando a revisao de assuntos que foram dados
no 6° e 7° anos do ensino fundamental e dar uma enfase a conteidos do 9° ano proposto
pela BNCC (Base Nacional Comum Curricular).

A seguir faremos um breve resumo sobre os capitulos da dissertacdo. No pri-
meiro capitulo abordaremos alguns assuntos introdutérios de aritmética, que serve de
base para o trabalho, com algumas simples demonstracoes. No segundo capitulo estuda-
remos equagoes diofantinas lineares com duas incognitas e alguns problemas. No terceiro
capitulo estudaremos equagoes diofantinas lineares com trés incégnitas e o caso geral com
n incognitas. No quarto capitulo veremos a aplicacao das equacoes diofantinas lineares
com o uso do software Geogebra e uma sequéncia de ensino para sua aplicacao na sala de
aula para uma turma de 9° ano. Todo o processo de elaboragao e execugao estao descritos

nesse capitulo. No capitulo 5 temos a conclusao do meu trabalho.



Capitulo 1
Maximo Divisor Comum

Neste capitulo serao apresentados alguns conceitos sobre divisibilidade no conjunto dos
numeros inteiros, bem como maximo divisor comum (mdc) e suas propriedades, essenciais
para o desenvolvimento da teoria para equagoes diofantinas lineares. As referéncias [5],

[10] e [12] foram importantes para o desenvolvimento do mesmo.

1.1 Conceitos Iniciais

Para falarmos de mdc precisaremos do principio da boa ordenagao e da definicao de divi-

sibilidade.

Principio da Boa Ordenacgao. Todo subconjunto nao vazio A C Z, limitado infe-
riormente possui um menor elemento, isto é, existe ng € A tal que para todo n € A,
ng < n.

Uma consequéncia importante do Principio da Boa Ordenacao é o chamado Principio

da Inducao Finita, enunciado a seguir:

Principio da Inducao Finita. Sejam S um Subconjunto de Z e a € Z tais que
i) a €S;
ii) Vn,ne S=n+1es.
Entao {z € Z;x > a} C S.
A partir do Principio da Inducao Finita, obtemos um método de prova, chamado

de Prova da Inducao Matematica. Esse método consiste mostrar que uma propriedade

é verdadeira. Para isso,primeiramente verificamos que a propriedade é valida para o



primeiro caso particular. Na sequéncia, assumimos que a propriedade é valida para os
primeiros n casos e em seguida provamos que a propriedade é valida para o caso n + 1.

A seguir temos a definicao de divisibilidade.

Defini¢ao 1.1. Se a e b sdo ntimeros inteiros dizemos que a divide b, denotando por alb,
se existir um inteiro ¢ tal que b = ac. Se a nao divide b escrevemos a 1 b.
Sejam dados dois inteiros a e b. Um ntimero inteiro serd dito um divisor comum de a e b

se d|a e d|b.

Por exemplo, os nimeros +1, +2, +5, £10 sao os divisores comuns de 20 e 30.

1.2 MDC

A definigao a seguir é essencialmente a definicao dada por Euclides Nos Elementos e

constitui-se em um dos pilares da sua aritmética.

Definicao 1.2. Diremos que um nimero inteiro d > 0 é o méximo divisor comum, (mdc)

de a e b, se possuir as seguintes propriedades:

i) d é um divisor comum de a e b.

ii) Se ¢ é um divisor comum de a e b tal que c|a e ¢|b entao c|d.

Notagao: d = mdc(a,b) e mdc (a,b) = (a,b)

A condigao ii) acima, implica que, se d e d’ sdo dois mdc de um mesmo par de nimeros,
entdo d|d’ e d'|d, o que juntamente com as condigdes d > 0 e d’ > 0, implica d = d’. Ou
seja, o mdc de dois nimeros quando existe, é inico. Da propriedade decorre diretamente
que mdc(a,b) = mde(b,a). Quanto a existéncia do mde, examinaremos primeiro o caso
a =0eb> 0 e mostraremos que entdo b = mdc(0,b). De fato, b0 e b|b e se c|0 e c|b,
convencionamos obviamente c|b. O mdc(0,0) = 0. Como todo niimero inteiro divide 0, o
mdc deaeb, onde a =b =0, é 0, pois esse ¢ um divisor comum de a e b e é o tinico
numero divisivel por todos os divisores de 0. Reciprocamente, se o mdc de a e b é 0, entao
0 divide a e divide b, mas o inico nimero divisivel por 0 é o préprio 0, logo a = b = 0.

No que veremos dois teoremas que fornecem propriedades importantes do mde. Suponha-

mos a # 0 e b #0.
Teorema 1.3. a|b se e somente se mdc(a,b) = |al.

Demonstragao. De fato, se alb, temos que |a| é um divisor comum de a e b, e se ¢ é um
divisor comum de a e b, entao c|la o que mostra que |a| = mdc(a,b). Reciprocamente, se

mdc(a, b) = |a| segue que |a| divide b, logo alb. O

4



Teorema 1.4. Se a = bq +1r com q e r inteiros entao mdc(a,b) = mde(b, r).

Demonstragao. Se d = mdc(a,b) entao d|a e d|b. Desta ultima relagao resulta que d|bq.
Logo d|(a—bq), logo, d|r. Por outro lado, se c|b e ¢|r, entdo ¢|(bg+1) devido a propriedade

i). Como bq + r = a, entdo c|a e ¢|b, o que implica c|d, ja que d = mdc(a, b). ]

Retomando a questao da existéncia do méximo divisor comum. Para provar a
existéncia aplicaremos sucessivamente, a partir de a e b, o algoritmo da divisao de Euclides

da seguinte maneira:

a=bq +r(r <b),
b=r1q2 + 1r2(r2 < 11),
T = TogQs + T3(T3 < 7“2).

E claro que, se acontecer de 7y, ser nulo, entao o Teorema 1.3 nos garante que
b = mdc(a,b) e o processo termina na primeira etapa. Caso contrario, na sequéncia b >
ry > 1o > r3 > ... para algum indice n devera ocorrer r,.; = 0. De fato, se todos os
r forem nao nulos, entao b, ry,ry, ... nao teria minimo, o que nao é possivel. Assim para
algum n, temos

Tn—2 = Tnit1-Qn + T,
Tn—1 = Tn-Qn+1-
Como sequéncia das proposicoes anteriores, obtem-se entao o seguinte:

r, = mdc(r,,0) = mdc (r,_1,7,) = mdc (r,_1,7,2) = ... = mdc (b,71) = mdc (a,b),

ou seja, r, = mdc (a,b), isso nos garante a existéncia do mde. O algoritmo acima pode
ser sintetizado e realizado na pratica, conforme a seguir. Iniciamos efetuando a divisao

a = bg, + r, e preenchendo no diagrama

q1

™
continuando a divisao b = rigs + 1o

1| 92

ry | e

prosseguindo;



q1 | 92 | G2 e Gn—1 An Gn+1

al|b|r|re| . |Thoo|Tu_1 | Tn =mdc(a,b)

T o | Ty | e | Tt | TR 0

Essa demonstracao é obviamente construtiva e o dispositivo pratico que se costuma

empregar para aplica-la é conhecido como Algoritmo de Euclides Estendido.

Exemplo 1.5. Achemos, por esse processo, mdc (41,12)

41 = 12-3+5,
12 = 5-2+42,
5 = 2-2+41,
2 = 1-2

Logo, 1 = mdc (41,12). Usualmente procede-se assim:

312122
4111215121
512110

O algoritmo de Euclides nos fornece com relagao aos restos que

1 = 5—-2-2, (1.1)
2 = 12-2-5, (1.2)
5 = 41-3-12. (1.3)
Substituindo (1.2) em (1.1) temos
1 = 5-2.(12-2-5) (1.4)
— 5-2.12+4-5 (1.5)
= 5.5-2.12, (1.6)

substituindo (1.3) em (1.6)

1 = 5-(41-3-12)—-2-12
= 5-41-15-12-2-12
= 5-41—-17-12
= 205 —204.

Por meio do uso do algoritmo de Euclides, de tras para frente, podemos escrever

1 = mdc(41, 12) como multiplo de 41 mais um multiplo de 12.



Teorema 1.6. (Teorema de Bézout). Seja d o mdximo divisor comum entre a e b,

entao existem numeros inteiros mg e ng tais que d = ng - a + mg - b.

Demonstragao. Seja A o conjunto de todas as combinagdes lineares {n - a + m - b} em
que n e m sao inteiros. Este conjunto contém niimeros positivos, negativos e também o
zero. Vamos escolher mg e ng tais que ¢ = ng - a + mg - b, seja o menor inteiro positivo
pertencente ao conjunto A. Vamos provar que c|a e ¢|b. Vamos provar por contradigao
que c|a. Suponha que ¢ 1 a. Neste caso, pelo Algoritmo de Euclides existem ¢ e r tais que

a=g¢q-c+rcom0 <r < c. Portanto,

r = a—gq-c
= a—q-(ng-a+mg-b)

= (1=q-no)-a+(—q-mp)-0b

Isso mostra que r € A, pois (1 —q-ng) e (—q - mp) sao inteiros, o que é uma contradigao,
uma vez que 0 < r < ¢ é o menor elemento positivo de A. Logo, c|a, e de forma analoga
se prova que c|b. Como d é o divisor comum de a e b, existem inteiros k; e ko tais que

a=ky-deb= K, -de, portanto,

c = ng-at+mg-b
= n0~k1~d+mo~k2‘d
= d'(no'k1+m0-k2),

o que implica que d|c. Dai, temos que d < ¢ (ambos positivos) e como d < ¢ nao é possivel,

pois d é o maximo divisor comum, concluimos que d = ¢ = ng - a + mg - b. O
Definicao 1.7. Sejam a,b € Z. Definimos o conjunto
I(a,b) = {x € Z; existem u,v € Z, tal que x = ua + vb}.
Note que se a e b nao sao simultaneamente nulos, entao I(a,b) NN # (.
Teorema 1.8. Sejam a,b € Z e seja d = min I(a,b) NN tem-se que:
i) d é o mdc(a,b)
i) I(a,b) =dZ

Demonstracao. i) Suponhamos que ¢ divida a e b logo, ¢ divide todos os nimeros
naturais da forma wa + vb, portanto divide todos os elementos de I(a,b) e conse-

quentemente c|d.



Vamos mostrar que d divide todos os elementos de I(a,b). Seja x € I(a,b) e supo-
nha por absurdo que d 1 x. Logo pela divisao euclidiana, x = dg+r, com 0 < r < d.

Como = = ua + vb e d = ma + nb, para alguns u, v, m,n € Z. Logo,

r = x—dgq
= (ua+ vb) — q.(ma + nb)
= (u—gm)a+ (v—nq)be I(a,b)NN

o que é um absurdo, pois d = minl(a,b) NN e r < d. Portanto d|x.

ii) Dado que todo elemento de I(a,b) é divisivel por d, temos que I(a,b) C dZ. Por

outro lado, para todo xzd € dZ. Em particular d|a e d|b. Como d € I(a,b), temos

d = ma + nb com m,n € Z. Logo, xd = x(ma + nb) = (xm)a + (zn)b € I(a,b) e,
portanto, dZ C I(a,b). Assim, temos que I(a,b) = dZ.

O]

Proposicao 1.9. Quaisquer que sejam a,b € Z nao nulos e n € N, tem-que:
mdc(na,nb) =n mdc (a,b).

Demonstragao. Note inicialmente que I(na,nb) = nl(a,b) = {nz tal que z € I(a,b)}.

Agora o resultado segue do Teorema 1.8 e do fato de que

min(nl(a,b) "NN) = nmin(I(a,b) NN).

m
Proposic¢ao 1.10. Dados a,b € N, tem-se que <(a“b), (a”b)> =1.
Demonstragao. Pela Proposi¢ao 1.9, temos:
a b a b
). | —, —— | = b). b). = (a,b
o () ~ (@0 @) -
o que prova o resultado. O

Proposicao 1.11. Dois numeros naturais a e b sao primos entre si se, e somente se,

existem numeros naturais n e m tais que na — mb = 1.

Demonstra¢ao. Suponha que a e b sejam primos entre si, logo, mdc(a, b) = 1. Como pelo
Teorema 1.8, temos que existem nimeros naturais n e m tais que na + mb = (a,b) = 1.
Reciprocamente, suponham que existam numeros inteiros n e m tais que na + mb = 1.

Se d = (a,b), temos que d|(na + mb), o que mostra que d|1 e portanto d = 1. ]



Proposicao 1.12. Sejam a,b e ¢ nimeros naturais. Se alb-c e mdc (a,b) = 1, entdo

ale.

Demonstragao. Se albe, entao existe z € N tal que bc = azx. Se mdc (a,b) = 1, pela

Proposicao 1.11, temos que existem m,n € N tais que:
na+mb=1,
multiplicando por ¢ em ambos os membros temos,
nac + mbc = c,

como bc = ax, temos

nac + max = c,

assim

a(nc+ mx) = ¢,

logo alc.



Capitulo 2

Equacoes Diofantinas Lineares de

duas Variaveis

Neste capitulo, utilizaremos a nocao de maximo divisor comum para resolver equagoes
diofantinas lineares, especialmente com duas varidveis e alguns problemas do cotidiano
envolvendo essas equagoes. As referéncias [5], [9] e [10] foram importantes para elaboragao

deste capitulo.

A resolucao de varios problemas de aritmética recai na resolu¢ao, em nimeros

inteiros, de equacao do tipo,
aX +bY =c¢, coma,b,c e Z.

Tais equagoes sao chamadas equagoes Diofantinas lineares, em homenagem a Diofanto de
Alexandria. Nem sempre elas tem solucao. Por exemplo, a equacao 4X + 6Y = 3, nao
possui solucao em numeros inteiros, pois 4Xy + 6Y, par, com Xy, Yy € Z par e, portanto,
nunca igual a 3. Nas duas proposicoes a seguir veremos em quais condigoes as equagoes

diofantinas tem solucao e como encontré-las.

Proposigao 2.1. Sejam a,b,c € Z. A equacao aX +bY = c admite solugao nos nimeros

inteiros se, e somente se, (a,b)|c.

Demonstragio. Pelo Teorema 1.8, I(a,b) = {ma +nb;m,n € Z} = mdc (a,b)Z. E claro
que a equacao aX + bY = ¢ possui solucdo se, e somente se, ¢ € I(a,b), o que equivale a

¢ € (a,b)Z, que por sua vez é equivalente a (a, b)]c. ]
E facil verificar que a equagio aX+bY = ¢, coma # 0,b # 0 e (a,b)|c, é equivalente
a equacao: a1 X + b1Y = ¢, onde:

a b c
blz e Ccl =

(a,b)’ (a,b)
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Note que pela Proposigao 1.12, mdc (as,b;) = 1 e, portanto, podemos restringir nosso
estudo a equagoes do tipo aX + bY = ¢, com mdc (a,b) = 1 que neste caso sempre tem

solugoes.

Proposicao 2.2. Seja xg, yo uma solugcao da equagio aX +bY = ¢, onde mdc (a,b) = 1.

Entao as solugoes x,y em Z da equagao sao x = xo+ bt e y =yo — at, com t € Z.
Demonstracao. Seja x, y uma solucao de aX + bY = ¢, logo
ax + by = axy + byy = c,
consequentemente,
ax — axg = byy — by.

Logo,
a(x — xg) = blyo — y).

Como (a,b) = 1 pela Proposicao 2.1, segue-se que b|(x — ). Logo, se b|(z — x¢) podemos
dizer que

r—x9=>bt, comt € Z.

Substituindo x — xg = bt na equacao

a(x —xo) = b(yo — y)

a.bt = b(yo — y),
pela lei do cancelamento,
at =Yoo —y
ou seja,
Yo —y = at,

0 que prova que as solugoes sao do tipo exibido.

Por outro lado, x e y, como no enunciado, é solugao, pois,

ax + by = a(xg + bt) + b(yo — at) = axe + by = c.

]

Segue da Proposigao 2.1 que a equagao diofantina aX + bY = ¢, com (a,b) = 1,

admite infinitas solugoes em Z. Entao também podem ser escritas na forma
r =g+ bt
Yy =yo—at
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com t € Z.

Agora vamos encontrar uma solugao particular de uma equagao do tipo a X +bY =
¢, quando (a,b) = 1.

O algoritmo euclidiano estendido permitira achar uma solugao particular da equagao.
Pela Proposigao 1.11 existem m,n € z tais que:

ma +nb = (a,b) =1,

assim multiplicando ambos os membros da igualdade acima por ¢, obtemos

cma + cnb = c.
Logo, xg = ¢m e yy = cn é uma solucao particular da equacao.
Exemplo 2.3. Resolvamos a equacao 2z — 7y = 1.

A equagao tem solugao pois (2,7)|1. Vamos encontrar uma solugao particular zo,
Yo dessa equagao. Pelo Algoritmo de Euclides, temos

312
7121
110

1 = 7-23

Arrumando a equagao temos,

2(-3)+71 = L

Como ¢ = 1, nao precisamos multiplicar a equagao. Logo, xg = =3 ey, =1 ¢

solucao particular da equacao e, consequentemente, as solugoes sao:
r =-3-Tt
y =1-—2¢

Exemplo 2.4. Resolvamos a equagao 9x + 7y = 5.

com t € Z.

A equagao tem solugao pois (9, 7)]5. Vamos achar uma solugao particular xq e ypo,
desta equacao. Pelo Algoritmo de Euclides, temos:

11312
917121
21110
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1=7-2-3 (2.1)
2=9-7-1, (2.2)

Substituindo a equagao (2.2) em (2.1) obtemos

1 = 7-2.3
= 7-(9-7-1)-3
= 7-(9-3-3.7)
= 7-9.34+3.7
= —9.344.7

= 9. (=3)+7-4=1
Multiplica a equacao por 5, ja que c=5, temos
9.-(=15)+7-20 = 5.

Logo, xg = —15 e yp = 20 é solugao particular da equacao e, consequentemente, as

solugoes sao
r =-—15+4Tt
{ y =20—9t

com t € Z.
Exemplo 2.5. Um fazendeiro que dispoe de R$1.770, 00 pretende gastar essa importancia
na compra de cavalos e bois. Se cada cavalo custa R$31,00 e cada boi R$21, 00, qual o
maior numero de animais que pode adquirir gastando todo o dinheiro? Sabendo que ele
tem que comprar pelo menos um cavalo ou pelo menos um boi.

Vamos determinar x para a quantidade de cavalos e y para a quantidade de bois.
Logo 31z 4 21y = 1770.

Aplicando o algoritmo de Euclides temos que

11210
31121110 1
10110

assim o mdc(31,21) = 1 e dos restos obtemos as expressoes 1 = 21—10-2 e 10 = 31—-21-1.

Substituindo uma na outra temos,
1 = 21—-10-2
= 21— (31—-21-1)-2
= 21—-31-2+421-2
= 21-(3)—31-(2),

13



arrumando a expressao,

31-(=2)+21-(3)=1.
como ¢ = 1770, temos que multiplicar toda a expressao por 1770 assim,
31 - (—3540) + 21 - (5310) = 1770

logo temos uma solugao particular onde xy = —3540 e yo = 5310. A solucao geral dessa
equacao é:
xr = —3540 + 21t
{ y = 5310 — 31t

como t € Z resolvemos entao

—3540+21t >0 = 21t >3540 = t>168,5.
Por outro lado, 5310 — 31t >0 = 31t <5310 = t<171,2.

Assim t = 169, 170 ou 171, portanto:
e Para t = 169, temos que x =9 e y = 71, ou seja, 9 cavalos e 71 bois.
e Para t = 170, temos que x = 30 e y = 40, ou seja, 30 cavalos e 40 bois.
e Parat =171, temos que x = 51, y = 9, ou seja, 51 cavalos e 9 bois.

Como o problema pede o maior nimero de animais, a op¢ao serd 80 animais, Sendo 9

cavalos e 71 bois.

Proposicao 2.6. Sejam a,b € N, com mdc (a,b) = 1. Todo nimero inteiro ¢ pode ser

escrito de modo unico na forma ¢ = ma +nb, com 0 <m <ben € Z.

Demonstracao. Existéncia
Sabemos que existem u,v € N tais que ua + vb = mdc (a,b) = 1, multiplicando

ambos os membros por ¢, temos que:

cua+cvb = c. (2.3)
Pela divisao euclidiana temos que existem ¢, m € N onde 0 < m < b tais que:

uc = gb+m (2.4)

Substituindo (2.3) em (2.4) temos:

(gb+m)a+ cvb = c,
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gab 4+ ma + cvb = ¢,
(ga + cv)b+ma = c.

Pondo n = qa + cv, temos

nb+ ma = c,

com(O0<m<ben=qa+cv, € Z.
Unicidade

Suponhamos que

ma +nb=m'a+n'b, com 0 < m,m’ <b.

Entao,
ma+nb—m'a—n'b=0
ma —m'a+nb—n'b=0
(m—=ma+ (n—n)b=0,
Logo, (m—m/)a = —(n’ —n)b, com |m —m/| < b. Como (a,b) = 1 e b|(m —m')a, devemos

ter b|(m —m’) o que s6 é possivel se m —m' = 0 e em tal caso, n —n' = 0.

]

Sejam a,b € N. Definimos o conjunto S(a,b) = {ma + nb;m,n € N}. A equacao
aX +bY =¢, com mdc (a,b) = 1, tem solugdo em N se, e somente se, ¢ € S(a,b).

Portanto é necessério encontrar os elementos do conjunto S(a,b).

Proposicao 2.7. Seja ¢ € S(a,b) se, e somente se, existem m,n € N; com m < b, tais

que ¢ = ma + nb.

Demonstracao. E claro que se ¢ = ma + nb, com m,n € N, entao ¢ € S(a,b). Por outro
lado, se ¢ € S(a,b), entdo ¢ = za + yb. Pelo algoritmo de Euclides x = bg + m, com
0 < m < b. Logo substituindo o valor de x desta ultima igualdade na igualdade acima

obtemos:

c = xa-+yb
= (bg+m)a+yb
= ma+ (ga +y)b.

Pondo n = qa + y € N, temos que

¢ = ma + nb.
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Definimos o conjunto de lacunas de S(a,b) como sendo
L(a,b) =N\ S(a,b).
Corolario 2.8. Temos que L(a,b) = {ma —nb € Njm,n € N e m < b}.

Demonstracao. Das proposigoes 2.6 e 2.7 temos que nb+ ma = ¢ com mdc (a,b) =1 e
que ¢ € S(a,b). Como ¢ € S(a,b) podemos dizer que nb + ma € S(a,b). Por definigao,
L(a,b) =N\ S(a,b), assim

L(a,b) = N\ 5(a,b)
= N—{nb+ma}
= N -—nb+ma.

Logo, (ma — nb) € N.
[

Teorema 2.9. A equacdao aX+bY = ¢, onde (a,b) = 1, tem solug¢ao nos nimeros naturais

se, e somente se,
c¢ L(a,b) = {ma—nbe Nlm,neNem < b}

Demonstracao. Sabemos que a equacao aX + bY = c¢ tem solucao se, e somente se,

c € S(a,b). Assim, o resultado segue do Colorério 2.8. O

Corolario 2.10. Sejam a,b € N tais que mdc (a,b) = 1. Tem-se que (a —1).(b—1) € o
menor inteiro tal que ¢ € S(a,b) para todo ¢ > (a — 1).(b—1).

Demonstragao. Note que o conjunto L(a,b) é finito e o seu maior elemento é
max L(a,b) = (b—1)a — b.

Portanto, se ¢ > (b—1)a—b+1 = (b—1)(a — 1), a equagdo admite solugdo e se

c=(b—1)(a—1)—1, ela nao admite solugao. O

O ntumero natural (e — 1).(b — 1) = k é chamado de condutor de S(a,b).

Portanto,

ab—a—-b+1 = k
b—1a—-b+1 = k
b—1la—-b = k—1

logo, (b — 1)a — b é a maior lacuna de S(a,b).
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Nao é dificil determinar se a equagao aX +bY = ¢ admite solu¢do. Se mdc (a,b) {
¢, a equagao nao tem solugoes inteiras, logo nao tem solugdes naturais. Se mdc (a,b)|c
a equagao é equivalente a uma outra com mdec (a,b) = 1. Com o algoritmo euclidiano

estendido, visto no Teorema 1.4:
1 = mdc (a,b) = m'a —n'b.
logo, multiplicando a equacao por ¢, tem-se:
c=cm'a—cn'b
Agora com a divisao euclidiana, escreva em’ = ¢gb + m, com m < b, logo,

¢ = (¢gb+m)a—cn'd
c = gqba+ma—cn'b
¢ = ma+ (qa—cn')b € S(a,b),
se qa > cn' a equagao tem solucao em N ou seja, ¢ = ma — (cn’ — ga)b € L(a,b), se
ga < cn’ a equagao nao tem solucao em N.
Caso a equacao aX + bY = c¢ possua solugoes com m < b a unica solucao m,n

¢ dita uma solugao minimal, no sentido de que se z,y ¢ uma solugao entao r > m,

conforme a proposicao 2.6.

Proposicao 2.11. Suponha que a equag¢io aX + bY = ¢, com (a,b) = 1, tenha solu¢do

e seja rg =m e Yo = n a solucdo minimal. As solucoes x,y em N da equacdo sao dadas
xr =m+tb
Yy =n-—ta,

Demonstragao. Temos que am + bn = ax + by = c. Logo, a(x —m) = b(n — y), que,de

pelas formulas

comteNen—ta=>0.

modo totalmente andlogo ao que foi feito na demonstragao da Proposicao 2.2 implica no
resultado. O]

Note que esse tipo de equacao tem um numero finito de solugoes, correspondentes

0,1,..., P] ,
a

aos seguintes valores de ¢,

onde [Z] representa o quociente da divisao euclidiana de n por a, ou seja, a parte inteira

de 2.
a

17



Exemplo 2.12. Vamos determinar para quais valores de ¢ € N a equacao 11X +7Y = ¢

tem solugoes em N. O conjunto de lacunas de S(11,7) é o conjunto:
L(11,7) ={mll —n7e Nm,ne Nem < 7}.
Como m < 7, temos:
e Param =6, 1lm—7n = 11.6—7n = 66—7n, comon € N, temos: {59, 52,45, 38,31,24,17,10, 3}

e Param =5, 11m—7n = 11.5—7n = 55—7Tn como n € N, temos: {48,41,34,27,20,13,6}

Param =4, 11lm—"Tn = 11-4—7n = 44—Tn como n € N, temos: {37, 30, 23,16, 9, 2}

Param =3, 1lm — T =11-3 —Tn =33 — Tn como n € N, temos: {26,19,12,5}
e Param =2, 1lm—"Tn=11-2—Tn =22 — 7n como n € N, temos: {15,8,1}
e Param=1,1lm—"n=11-1—"Tn =11 —Tn como n € N, temos: {4}

logo o conjunto das lacunas é:
L(11,7) ={1,2,3,4,5,6,8,9,10,12,13, 15,16, 17, 19, 20, 23, 24, 26, 27, 30, 31, 34, 37, 38, 41, 45, -
Portanto a equacao 11X + 7Y = ¢ admite solucao em N se, e somente se, ¢ ¢

L(11,7).

Exemplo 2.13. Resolvamos a equacao 11X 4+ 7Y = 58 em N.
De acordo com o exemplo anterior, 58 ¢ L(11,7), assim a equagao possui solugao.

Pelo Algoritmo Euclidiano Estendido temos:

11113
1171431
4

Logo fazendo as substituigoes temos:

1 =

(11—-7-1)—=7-1
A1-7-2-7-1

arrumando,



Multiplicando por 58 ja que C' = 58, temos

11-(2-58)+7-(=3-58) = 1-58
11-(116) +7-(—174) = 58
11-(4416-7)+7-(—174) = 58
11-4+11-16-7+7-(—174) = 58
11-4+(176) - 7+7-(—174) = 58
11-44(176) - 7+ 7-(—174) = 58
11-4+7-2 = 58

Dai segue que xyp =4 e yo = 2 ¢ a solucao minimal da equagao. Logo, as solucoes
r =447t
y =2—11t
que s6 tem solugoes para t = 0, portanto a equacgao s6 possui solucao em N g = 4 e

Yo = 2.

Sao:

No exemplo acima, poderiamos testar se algum dos valores x = 0,1,2,3,4,5 e 6,

ja que m < 7. Assim verificar se 58 — 11x é divisivel por 7. O que fica facil para xq = 4.
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Capitulo 3

Equacoes Diofantinas Lineares de

trés e n Variaveis

Neste capitulo serao apresentados a generalizacao de mdc de trés ou mais niimeros intei-
ros, equacoes diofantinas lineares com trés variaveis e que teremos solugao para equagoes
diofantinas com n varidveis. As referéncias [1], [3], [4] e [5] foram importantes para o

desenvolvimento do mesmo.

3.1 Generalizacao para o mdc de 3 ou mais niimeros.

A definicdo de maximo divisor comum pode ser estendida de maneira analoga para trés
ou mais nimeros. Para o cdlculo do mdc de trés nimeros, vamos precisar do seguinte

resultado.
Proposicao 3.1. mdc(a,b, c) = mde(mdc(a,b), ¢)

Demonstrac¢ao. Se d = mdc(a, b, ), entdo d|a, d|b e d|c. Se d|a e d|b, segue que d|mdc(a, b).
Assim d|mdc(a,b) e d|e. Concluimos que d|mdc((a,b),c). Seja k um divisor de d; =
mdc(a, b) e de c. Como d;|a e d;|b temos que, k|a, k|b e k|c, logo, k|d, pois d = mdc(a, b, c).
A demonstracao fica completa com a unicidade do maximo divisor comum que esta pro-

vado na Definigao 1.2. O

Exemplo: Calcule o mdc(6, 8, 20).
Note que mdc(6,8) =2 e mdc (2,20) = 2. Logo, o mdc(6,8,20) = 2.

Proposicao 3.2. mdc(ay, as, as..., a,) = mdc(mdc(ay, az), ..., a,)

Demonstragao. Seja d = mdc (ay, ag, as, ..., a,) entdo dlay,d|as,d|as, ..., d|a,, segue que
d| mdc (ay,as), pela Proposigao 3.1 d| mde ((aq,as),as). Logo, se formos agrupando os

termos dois a dois, chegaremos a conclusao que d| mde ((ay, as), a,). O
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3.2 Equacoes Diofantinas com Trés Variaveis

Dizemos que uma equacgao diofantina é linear de trés variaveis se ela pode ser escrita na
forma
aX +b0Y +cZ =m,

onde a,b,c e m € 7Z, e seus coeficientes a, b e ¢ nao sao nulos.

Na Proposicao 2.2 vimos que uma equacao diofantina linear de duas varidveis
ax + by = ¢ tem solucdo em Z se, e somente se mdc(a, b)|c. De forma anéloga, as equagoes
diofantinas lineares de trés variaveis ax + by + cz = m tem solugao em 7Z se, e somente se

mdc(a, b, c)|m.

Proposicao 3.3. A equacgio aX + bY + c¢Z = m, com a, b e c inteiros nao nulos e m

inteiro tem solugdo se, e somente se d = mdc(a,b,c)|m.

Demonstracao. Vamos supor que xg, 9o € 2o € solucao.

Seja mdc(a,b) = d; e mdc(dy,c) = d, logo di|a e dq|b, assim, dy|azy e dy|byy. Como,

mdc(dy, ¢) = d, entéo d|d; e d|c. Podemos dizer que mdc(dy, ¢)|czg e que mde(a, b, ¢)|(azo + byo + c2o).
Logo, mdc(a, b, ¢)|m.

Pela Proposicao 3.1, se mdc(a, b, ¢)|m entdao mdc(dy, ¢)jm. Como mde(dy, ¢)|m temos que

m € 1(dy, c), logo pelo Teorema 1.8, existem kg e 2o € Z tais que dikg + czg = m. Como

mdc(a,b) = dy, da mesma forma, existem r e s € Z tais que ar + bs = d;, substituindo

dy na equacao dikg + czg = m temos,

(ar +bs)ko +czg = m,
a(rko) + b(sko) + czo = m,

tomando rkg = ¢ e sky = yo obtemos,
axg+ byg + czg =m
Logo, xg, Yo € 2o é uma solucao particular da equacao aX + bY + cZ = m. O

Proposicao 3.4. Seja xq, yo € zg, uma solucao particular da equagao aX +bY +cZ = m,
coma#0,b#0 ec#0 onde mde(a,b,c) =1. A equacao admite infinitas solugoes e o

conjunto dessas solucoes é
S = {xy — act + bs,yo — Bet — as, 2z + aat + bSt}.

Demonstracao. Seja di = mdc(a,b). Logo, 1 = mdc(dy, c).
Como o, Yo € 2o sa0 solugdes temos que azxy+byo+czog = m, e como axy + byy € I(a,b) = diZ,
existem xg, Yo € Z tal que

axrg + byo = k)gdl.
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Substituindo, axg + byg = kody. em axg + byy + czog = m temos,
dikg + czg = m,
tomando kg e 2y como solucao temos
czo + dikg = m, com mde (¢, d;) = 1.

que é uma equagao diofantina linear com duas variaveis e mdc (¢,d;) = 1 assim, pelo

resultado da Proposicao 2.2, as solucoes da equacao c¢Z + d; K = m sao

z :Zo+d1t
k :]{fo—Ct.

Tomando a equagao

aX +0Y = kd,

e substituindo k£ po kg — ct temos

ax + by = dy (ko — ct)
b

a + =k t
—X —1Y = — C
d1 dly 0 ’

onde < e £ sio nimeros inteiro e mdc ( <, &) = 1. Pela Proposicao 1.9
d1 d1 dl ) dl

existem « e # € Z tais que

a b
Za+—B=1
dla—i-dl,@’ ,

assim, multiplicando esta equagao por ct, temos

< et + ﬁﬂct =ct
dy 7
logo,
a b a b
a4 —y = —(xo— act) +—(yo — Bet
dlx—irdl dl(xo ac)+d1(yo Bet)
= %y —iacthﬁ —ﬁﬂct
oA 4" d
Lo oo+ Lact = b —ﬁﬁct—ﬁ
P A T A LR d
a b
d—l(:v—x0+ozct) = d—l(yo—ﬁct—y).

Como mdc <i, d—b1> = 1, pela Proposicao 1.9, temos que as solucoes dessa equacao sao:

r = x9— act + bs,
Yy =yo— Pt — as,
2 = zo+dit = 2o + (aa + bB)t = zy + aat + bSt.
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]

Logo, a solucao geral da equacao diofantina com trés variaveis depende de dois

parametros s e t.

Exemplo 3.5. Encontrar todas as solugoes inteiras de 10X 4+ 6Y + 52 = 8.

Como mdc(10,6) = 2, mde(2,5) = 1, e 1|8, logo, teremos solugao para a equagao 10X +
6Y +57Z = 8. Seja 10X + 6Y = 2K, substituindo na equacao 10X + 6Y 4+ 57 = 8 temos,
2K + 57 = 8 que é uma equacao diofantina com 2 variaveis que ja sabemos resolver.
Entao, pelo Algoritmo de Euclides temos a seguinte expressao com o resto, 1 =5 — 2.2,
arrumando a equagao temos, 2.(—2) + 5.(1) = 1, como nesse caso ¢ = 8, temos que
multiplicar a equagao por 8. Assim, 2.(—16) 4+ 5.(8) = 8 onde ko = —16 ¢ 2y = 8 é uma

solucao particular logo, a solucao geral é:

k = —16 + 5t
z =8—12t

com t € 7.
Por outro lado, substituindo £ = —16 + 5¢ na equacao 10X + 6Y = 2K temos,

10X +6Y = 2(—16 +5t)
= —32+ 10t

Simplificando a equacao temos,
5r + 3y = —16 + 5t,

que também é uma equacao diofantina de duas varidaveis. Aplicando o algoritmo de
Euclides temos as seguintes expressoes com os restos 1 = 3—2.1 e 2 = 5—3.1, substituindo

uma na outra temos,

1 = 3-5-3-1)-1
= 3-5-14+3-1
= 3-2-5-1,

arrumando temos,
5-(-1)+3-2=1.

Como ¢ = —16 + 5t entdo, 5- (16 — 5t) + 3 - (—32 + 10t) = —16 + 5¢. Logo x¢ = 16 + 5t
e Yo = —32 + 10t. Pela Proposicao 2.2 a solucao geral da equagao 10X + 6Y = 2K é:

r =—164+5t+ 3s
y = —32+ 10t —5s
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comteseclZ.

Logo, a equacao geral da equacao diofantina 10x + 6y + 5z = 8 sera:

r =16 — 5t + 3s
y = —32+10f — 5s
z =—16—2t

comtesclZ.

Exemplo 3.6. Joao quer aumentar sua renda no sitio. Para isso ele quer comprar alguns
animais. Sabendo que cada galinha custa R$12,00, cada porco custa R$30,00 e cada
bode custa R$35,00. Sr. Joao tem R$675,00 reais para compra dos animais. Sabendo
que Joao tem que comprar pelo menos uma unidade de todos os animais. Qual o maior
numero de animais ele pode comprar gastando exatamente R$675, 007 Quantas galinhas?
Quantos porcos? E quantos bodes?

Vamos chamar a quantidade de galinhas de x, a quantidade de porcos de y e a
quantidade de bodes de z. A equagao do problema sera: 12X + 30Y + 357 = 675. Como
mdc(12,30) = 6, mdc(6,35) = 1 e 1|675, teremos solugdo para essa equagao. Tomando
12X +30Y = p, como mdc(12,30) = 6, 6|p e p = 6k assim 12X +30Y = 6K. Substituindo
12X 4+30Y = 6K na equacao 12X +30Y + 352 = 675 temos, 6K + 357 = 675, que é uma
equacao diofantina de duas varidveis que sabemos resolver de acordo com a Proposicao
2.2 . Aplicando o Algoritmo de Euclides temos as seguintes expressoes com os restos,

1=6—-5-1eb5=35—06"-5, substituindo uma na outra temos,

1 = 6-5-1
= 6—-(3b—-6-5)—5-1
= 6—-35-1+6-5
= 6-6-35-1,

arrumando temos,
6-(6)+35-(—1)=1
Como ¢ = 675 multiplicamos a equagao por 675, assim nossa equagao serd 6 - (4050) + 35 -

(—675) = 675, logo, kg = 4050 e zy = —675, e a solucao geral da equacao 6K +357 = 675

sera da forma

k= 4050 + 35¢

{ z = —675—6t
com t € Z. Por outro lado, podemos simplificar a equacao 12X + 30Y = 6K, obtendo
2X +5Y = K. Agora, substituindo K = 4050 + 35¢ na equagao 2X + 5Y = K, obtemos

2X + 5Y = 4050 4 35t que é uma equacao diofantina de duas variaveis que sabemos
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resolver de acordo com a Proposicao 2.2. Aplicando o Algoritmo de Euclides obtemos a
expressao com o resto 1 = 5—2-2, donde arrumando a equagao temos, 2-(—2)+5-1 = 1.

Como ¢ = 4050 + 35¢, multiplicando a equagao por 4050 + 35t, obtemos
2. (—8100 — 70t) + 5 - (4050 + 35t) = 4050 + 35t,

assim, o = —8100 — 70t e yo = 4050 + 35¢, e a equacgao geral é:

r = —8100 — 70t + 5s
y = 4050 + 35t — 2s

com s,t € Z,

logo, a equacao geral da equacao diofantina 12X + 30Y + 357 = 675 sera:

xr = —8100 — 70t + 5s
y =4050 4+ 35t — 2s
z = —675—6t

comteséeEZ.

Tomando k£ > 0 temos t > —115,7 e tomando z > 0, temos ¢t < —112,5, donde
—115,7<t< —112,b et € Z, t = —115,—114,—113. Substituindo o valor de k na
solucao geral da equacao 12X + 30Y + 357 = 1290 é:

r = —8100 — 70t + 5s
y = 4050 + 35t — 2s
z = —675— 6t

comteséeE L.
Para t = —115 temos z = 15, v = =50+ 5s ey = 25 —2s. Como s € Z e x,y € N
s =10,11 ou 12.

e Para s = 10, x = 0, essa solucao nao serve pois Joao quer comprar pelo menos um

de cada animal.

e Paras =11,z =>5ey =3, o que nos da 5 galinhas, 3 porcos e 15 bodes, num total

de 23 animais.

e Para s =12, x = 10 e y = 1, o que nos da 10 galinhas, 1 porco e 15 bodes, num

total de 26 animais.

Parat = —114 temos 2z =9, 2 = —120+ 5s e y = 60 — 2s. Como s € Z e z,y € N
podemos concluir que s = 24, 25,26, 27, 28,29 ou 30.

e Para s = 24, x = 0, essa solucao nao serve pois Joao quer comprar pelo menos um

de cada animal.
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e Para s = 25, x = 5 e y = 10, o que nos da 5 galinhas, 10 porcos e 9 bodes, num

total de 24 animais.

e Para s = 26, x = 10 e y = 8, 0 que nos da 10 galinhas, 8 porcos e 9 bodes, num

total de 27 animais.

e Para s =27, x = 15 e y = 6, 0 que nos da 15 galinhas, 6 porcos e 9 bodes, num

total de 30 animais.

e Para s =28, x = 20 e y = 4, 0 que nos da 20 galinhas, 4 porcos e 9 bodes, num

total de 33 animais.

e Para s =29, x = 25 e y = 2, 0 que nos da 25 galinhas, 2 porcos e 9 bodes, num

total de 36 animais.

e Para s = 30, y = 0, essa solucao nao serve pois Joao quer comprar de todos os

animais.

Parat = —113 temos z =3, x = —190+5s ey =95 — 2s. Como s € Z e x,y € N
podemos concluir que s = 38, 39,40, 41,42, 43,44, 45,46 ou 47.

e Para s = 38, x = 0, essa solucao nao serve pois Joao quer comprar pelo menos um

de cada animal.

e Para s =39, x =5 ey = 17, o que nos da 5 galinhas, 17 porcos e 3 bodes, num

total de 25 animais.

e Para s =40, z = 10 e y = 15, o que nos da 10 galinhas, 15 porcos e 3 bodes, num

total de 28 animais.

e Para s =41, x = 15 e y = 13, o que nos da 15 galinhas, 13 porcos e 3 bodes, num

total de 31 animais.

e Para s =42, = 20 e y = 11, o que nos da 20 galinhas, 11 porcos e 3 bodes, num

total de 34 animais.

e Para s =43, x = 25 e y = 9, o que nos da 25 galinhas, 9 porcos e 3 bodes, num

total de 37 animais.

e Para s =44, x = 30 e y = 7, o que nos da 30 galinhas, 7 porcos e 3 bodes, num

total de 40 animais.

e Para s =45, x = 35 e y = 5, o que nos da 35 galinhas, 5 porcos e 3 bodes, num

total de 43 animais.
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e Para s =46, x = 40 e y = 3, o que nos da 40 galinhas, 3 porcos e 3 bodes, num

total de 46 animais.

e Para s =47, x =45¢e y =1, o que nos da 45 galinhas, 1 porco e 3 bodes, num total

de 49 animais.

Assim, a soluga@o para esse problema, ja que Joao quer comprar o nimero maximo

de animais sera 45 galinhas, 1 porco e 3 bodes que resulta em 49 animais.

3.3 Equacoes Diofantinas com n Variaveis

Uma equagao diofantina linear com n variaveis é uma equacao da forma
ale + QQXQ + ...+ (Ian =m,

onde a; € Z — {0},Vi=1,...,n.
Da mesma forma que a equacao diofantina de duas e trés varidveis, é necessaria

uma condicao para que esta equagao também admita solugao.

Proposicao 3.7. Seja a1 X1 +as Xo+...+a, X, =m, a; Z0Vi=1,....n comm € Z, uma

equagao diofantina de n varidveis terd solugdo se, e somente se, mdc(ay, az, ..., a,)|m.

Demonstrag¢ao. Vamos supor que x1, Ta, ..., T, seja solucao da equagao a1 X1 + a2 Xo + ... + a, X, =m
Seja mdc(ay,as) = di e mde(dy, as, ..., a,) = d logo, di|a; e di|as, pela proposi¢ao 1.10,

dy|aiky e da|aiks assim, mdc(ay, as)|ai ki +asks. e d|dy e djmdc(as, ..., a,) e pela proposigao

1.10 d também divide um multiplo de cada (as, ..., a,), logo d|(as, ..., a,)k, onde ki—; _, e

mdc(dy, ag, ..., a,)|(as, ..., a, ) k,. Podemos concluir que mdc(ay, ag, ..., a,)|(ark + asks + ... + anky,)
entdo mdc(ay, asg, ..., a,)|m. Por outro lado, supondo que d = mdc(aq, as, ...,a,) e di =

mdc(aq, ..., a,_1) temos que (di,a,) = d e entdo d|m. Como (di,a,) = d podemos dizer

que pela Proposigao 1.9 existem Y; e X,, € Z tais que d1Y] + a,X,, = m pois d|lm. Ja

pela Proposicao 2.2, a equacao diY; + a,X,, = m nos da uma solucao ¥y, e x, tal que

d1yo + anx, = m. Por hipdtese de inducao, temos que a1 X; + a2 Xo + ... + a, X, = m,

substituindo m por dyyo + a,x,, = m. temos
a1 X1+ asXo + ... + a, X,, = diyo + apxy,,
Como mdc(dy, a,) = d temos
a1 X1+ asXo+ ... +ap,_ 11X, 1 = diyo

Dai podemos concluir que (z1,x2, 3, 24, ...,Z,—1) é uma solugao particular da equagao
(lle -+ CLQXQ + ...+ CLan =m.
O]
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3.4 Solucao Geral

Para encontrarmos a solucao geral de uma equacao diofantina de n variaveis, devemos
reduzi-la a uma equacao diofantina linear de duas variaveis, que ja sabemos resolver. Com
esse procedimento determinaremos o valor da enésima incégnita. Depois disso, devemos
solucionar uma equagao de n — 1 incégnitas, e procedendo de forma andloga, obteremos
o valor da incégnita de indice n — 1. Aplicando esse processo repetidas vezes, paramos
no momento em que nos deparamos com uma equac¢ao de duas variaveis do formato

axy, + axy = m, cuja solugao é conhecida.
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Capitulo 4

Aplicacoes em sala de Aula

4.1 Introducao

A aplicacao do assunto equagoes diofantinas no 9° ano do ensino fundamental IT é vidvel
ja que se fundamenta em contetidos que ja foram estudados em séries anteriores. Os
conteudos prévios sao: divisibilidade, niimeros primos e fatoragao que estao na grade cur-
ricular do 6°ano do ensino fundamental II com as respectivas habilidades (EFO6MAO5),
(EFO6MAO06) e (EFO6MAO06), mde(maximo divisor comum) e equagoes do 1° grau fazem
parte da grade curricular do 7° ano do ensino fundamental IT com as respectivas habili-
dades (EFOTMAO1) e (EFOTMA18) segundo consta na BNCC (Brasil, 2018). O assunto
equagoes diofantinas também esta relacionado com um conteido do 9° ano que ¢é fungao
afim, que tem habilidade (EFO9OMAO06). Ao abordar esse tema e com o uso do software Ge-
ogebra dar-se uma maior visualizacao da funcao afim e segundo a Base Comum Curricular

Nacional (BNCC), os alunos do 9° ano tem que

compreender as funcoes como relagoes de dependéncia univoca
entre duas variaveis e sua representacoes numéricas, algébricas
e graficas e utilizar esse conceito para analisar situacoes que
envolvam relagoes funcionais entre duas variaveis. (BNCC,
Brasil, 2017 pagina 319, EFOOMAOG).

O assunto equacoes polinomiais do primeiro grau com uma incégnita faz parte dos conteidos
estudados no ensino fundamental. Em que uma varidvel pode ser representada por qual-
quer numero real. J& as equagoes diofantinas lineares, nos voltamos para resultados intei-
ros. Para os alunos do 9° ano do ensino fundamental II, o assunto equagoes diofantinas
lineares contribui para a exploracao de outros contetdos vistos no ensino fundamental.
Ja que eles terao que encontrar pares ordenados que sejam solucao da equagao. Segundo

a BNCC, nos anos finais,
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precisa ser destacada a importancia da linguagem matematica
como uso da linguagem simbdlica, da representacao e argu-
mentacao. Além dos diferentes recursos didaticos e materi-
ais, como malhas quadriculadas, dbacos, jogos, calculadoras,
planilhas eletronicas e softwares de geometria dinamica, é im-
portante incluir a historia da Matematica como recurso que
pode despertar interesse e representar um contexto significa-
tivo para aprender e ensinar Matematica. Entretanto, esses
recursos e materiais precisam estar integrados a situagoes que
propiciem a reflexao, contribuindo para a sistematizacao e a
formalizacao dos conceitos matematicos.(BNCC, Brasil, 2017
pégina 300).

A utilizacao do software Geogebra para representar graficamente um problema, aprimora

a percepgao do entendimento do problema em questao. Ao mostrar aos alunos o grafico

numa malha quadriculada, a visualizacao dos pontos ficam mais perceptiveis. Possibili-

tando ao aluno a encontrar pares ordenados inteiros.

4.2 Sequéncia de Ensino

Contetdos
Nimeros primos, Nogdes de divisibilidade, Maximo divisor comum (mdc), Algo-

ritmo de Euclides, Equagoes Diofantinas e utlizagao do software Geogebra.

Objetivo

Realizar um projeto de intervencao com uma sequéncia de atividades envolvendo
equagoes diofantinas lineares e apresentar aos alunos problemas do cotidiano que envolve
o assunto equacoes diofantinas lineares e mostrar contextualizando com quantias mo-
netarias (dinheiro) as vérias possibilidades de resolugao propiciando a eles uma vivéncia

real do uso das equacoes diofantinas no dia-a-dia.
Objetivo especifico
Espera-se que o aluno seja capaz de:
(I) Compreender que uma s6 equagao com duas varidveis tem infinitas solugoes.
(IT) Identificar a formagao de pares ordenados como solugao.

(III) Representar graficamente por meio do software Geogebra os pares ordenados que

sao solugoes.
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Tempo Destinado

Serao necessarias uma carga horaria de 10 horas divididas em 12 aulas.

Recursos didaticos
Serao utilizados material impresso com aula expositiva, uso do celular com o apli-

cativo do Geogebra e o computador.

Procedimentos

Serao trabalhadas as atividades que estao no apéndice.
1° Momento A aula tera inicio com a atividade que esta no Apéndice A, lembrando os
conteudos trabalhados no 6° ano do ensino fundamental II.
2° Momento Com a atividade do Apéndice B, irei abordar o Algoritmo de Euclides
ensinando-os passo a passo como fazer.
3° Momento Nessa aula fazendo o acompanhamento da atividade no Apéndice C, os
aluno terao que identificar quando uma equagao diofantina tem ou nao solugao e encontrar
por tentativa uma solucao para o problema em questao.
4° Momento Fazendo uso da atividade no Apéndice D, os alunos serao orientados a
encontrar solugoes das equacoes diofantinas usando a féormula da solugao geral.
5° Momento A aula sera no laboratério de informatica. Usando o software Geogebra,
os alunos farao a atividade do Apéndice F.
6° Momento Os alunos responderao a um questionario sobre o meu trabalho desenvol-

vido durante as aulas de equacoes diofantinas, que estd no Apéndice E.

Avaliagao
A avaliacao sera continua, baseada na participacao e interacao dos alunos nas

atividades propostas a serem observadas em cada aula.

4.3 Implementacao da Atividade

Participantes
O trabalho foi ministrado para uma turma de 9° ano do ensino fundamental, na

cidade de Santo Amaro da Purificagdo na escola Centro Educacional Municipal Governa-
dor Luiz Viana Filho.

Etapas das primeiras aulas

O trabalho foi iniciado com a atividade do apéndice A, lembrando os contetidos

trabalhados no 6° ano do ensino fundamental I1. Todos estavam atentos e participando da
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aula. Nos Exemplos 1 e 2 nao houve dificuldade, mas no Exemplo 3 ao serem questionados
se os numeros eram divisiveis, tive que junto com eles, em cada alternativa do Exemplo 3
relembrar aplicar a regra de divisibilidade. Percebi que as regras que eles mais sabem ¢é a
de 2, 5 e 10. Na tabela de nimeros de 1 até 100, fomos riscando os miltiplos dos ntiimeros
pedidos e eles puderam observar todos os niimeros primos de 1 até 100. No segundo dia de
aplicacao, usamos a atividade do Apéndice B. A dificuldade encontrada pelos alunos nesse
dia foi o algoritmo de Euclides. Pois uma parte da turma ainda tem dificuldade na di-
visao de nimeros naturais, por esse motivo demoraram um pouco pra entender. Mas uma
vez explicado como as expressoes sao formadas pelos restos, a grande maioria entendeu
o assunto. Os alunos ao acompanharem a atividade do apéndice C, no terceiro dia, nao
sentiram dificuldade ao verificarem se a equagao diofantina tinha ou nao solugao fazendo a
verificagao se o mdc dos coeficiente a e b dividiam ¢, ou seja, se mdc(a, b)|c logo a equagao
tem solucao. A dificuldade foi de encontrar, por tentativas, uma solucao para equacao.
Os alunos ao se depararem com uma equacao eles demoraram de visualizar valores que
substituam as incognitas. Uma vez encontrada uma possivel solucao, a maioria conseguiu
visualizar novas solugoes. Depois de encontradas algumas solucoes, eles concluiram que
as solugoes obedeciam um parametro e que eram infinitas. No quatro dia de aplicacao
usando a atividade do apéndice D, eles desenvolveram uma equacao diofantina achando
uma solucao particular e sua solucao geral. Foi apresentado dois problemas do cotidiano
que envolve equacao diofantina. Nos problemas eles descobriram a equacao e a partir
dela encontraram por tentativa uma solucao para o problema e pode verificar que essa
nao era a unica solucao. Além de que, pelo problema apresentado, eles puderam perceber
que as solucoes negativas nao serviam como solucao para o problema proposto. Aqui eles
aplicaram o Algoritmo de Euclides e a partir da férmula dada, ele puderam encontrar a

solucao geral para os problemas.

Problemas no laboratorio

A aplicacao da aula no laboratoério de informatica teve que ser adiada, pois estava
tendo uma organizacgao para avaliar os computadores que estariam aptos para o uso. Des-
cobri que dos 20 computadores s6 haviam 7 em bom estado, sendo que dos 7 , s6 6 tinham
o software Geogebra e como no laboratério nao tem acesso a internet, acabou dificultando
a instalagao do software Geogebra para que fizesse uso dos 7 computadores. Ao encontrar
tamanha dificuldade, visto que minha turma tem 35 alunos e dos 35, 30 tinham celular.
Foi necessario pedir para que eles instalassem o aplicativo Calculadora Grafica GeoGebra

nos seus celulares para que eles pudessem acompanhar a aula com mais facilidade.

Avaliagao do Questionario
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Foi apresentado para eles um questiondrio que se encontra no Apéndice E, com seis
perguntas sobre a avaliagao do projeto. Com o questionario, eu queria que os alunos me
respondessem se era ou nao importante aprender um conteido que nao compoe sua grade
curricular eo que isso traria de beneficio para os seus estudos. Queria também que eles
entendessem que o estudo é primordial na vida deles. Na primeira pergunta a maioria da
turma achou o assunto chato, mas interessante. Na segunda, ao serem perguntados o que
o assunto ajudaria na vida académica, tive algumas reposta interessantes, como ilustra a

figura 4.1.

Figura 4.1: Resposta de aluno

Essa resposta s6 mostra que eles percebem a matematica no seu dia-a-dia.
Na terceira pergunta a maioria dos alunos nao se achava capazes de aprender o contetido.
Algumas respostas me surpreenderam, dentre ela temos, o que se acha capaz e o que nao

se acha capaz. Como podemos ver nas figuras 4.2 e 4.3.

Figura 4.2: Resposta de aluno

Figura 4.3: Resposta de aluno

Na quarta pergunta a maior parte da turma estava se achando inteligentes por ter
compreendido o contetdo e estavam se sentindo orgulhosos de si mesmos. Segue a figura

4.4 para visualizagao.

Figura 4.4: Resposta de aluno

A quinta pergunta sé 2 alunos nao achava importante ser filésofo, os outros tanto
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achavam importantes como sabiam da contribuicao para evolucao da humanidade. A

figura 4.5 mostra uma das respostas.

Figura 4.5: Resposta de aluno

O que me surpreendeu na sexta pergunta é que mesmo minha escola residindo num
bairro periférico, os meus alunos tem uma boa perspectiva de futuro, eles ja tem em mente
uma profissao que quer seguir. Fiquei orgulhosa ao saber que todos pensam num futuro
promissor. Estou lecionando numa turma em que muitos querem ser médicos, advogados,
psicologos, engenheiros, professores,...etc. Segue as respostas abaixo representadas nas
figuras 4.6, 4.7 e 4.8.

Figura 4.6: Resposta de aluno

Figura 4.7: Resposta de aluno

Figura 4.8: Resposta de aluno



6° Momento

Essa aula foi dividida em dois dias, pois numa turma de 35 alunos, o primeiro dia
(19/09/2019) teve a participagao de 21 alunos. Como faltaram 14 alunos por motivo de
doenga ou por morarem longe e nao ter transporte no horario estabelecido, houve a neces-
sidade de contemplar o restante da turma. No dia remarcado (30/09/2019) compareceram
5 alunos. O curso da aula ocorreu com um pouco de dificuldade ja que no dia 19/09/2019
compareceram 21 alunos enquanto 8 estavam se revezando no computador, 13 estavam
acompanhando pelo aplicativo no celular. Os alunos que estavam acompanhando pelo
aplicativo, tiveram dificuldade de enxergar os pontos ja que a tela do celular é pequena
e precisava a todo momento ficar ampliando a tela para uma melhor visualizacao dos
pontos. Mas, a medida que um aluno encontrava eles iam ajudando uns aos outros. A
conversa entre eles dispersou um pouco o grupo. A dificuldade maior foi na letra g. Pois,
eles tinham visto conteido em abril. Muito tempo havia passado mas, a medida que eu
ia conduzindo,eles conseguiram entender e resolver a questao. Na segunda reaplicacao da
aula, no dia 30/09/2019, como todos estavam utilizando o computador e tinham pucos
alunos, eles tiveram mais habilidades nas respostas, responderam com mais rapidez e pu-
deram observar pontos na reta com mais facilidade. Eles também tiveram dificuldade em
responder a letra g, mas da mesma forma que o grupo do dia 19/09/2019, eles também
entenderam e responderam a questao. Utilizamos nessa etapa a atividade do apéndice F.
Segue abaixo todas as etapas feitas durante a aula.

Durante a aula no software os alunos tiveram que seguir os seguintes passos. Ao
ligarem o computador e abrirem o programa, eles foram auxiliados a colocar na caixa de

entrada a equagao feita na letra b do exercicio, conforme figura 4.7.
Entrada: 10x+12y=180|

Figura 4.9: Equacao

Depois de inserirem a equacao, os alunos puderam visualizar o grafico formado.
Foram também auxiliados a colocar a malha clicando com o botao direito do mouse, abre
uma janela de preferéncias e na opcao malha escolhe o tipo de malha que é a principal,

para uma melhor visualizacao dos pontos, como segue na figura 4.8.
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» Janela de Visualizagio
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Tipo da Malha
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Cor. [ Negrite

Figura 4.10: Malha Principal

Foi pedido aos alunos que encontrassem 8 pontos. A partir dai foram procurando
pontos que pertencessem a reta. Alguns encontraram pontos fora da reta, eles foram
auxiliados que tais pontos nao eram solugao da equagao. Para isso, pedi para que eles
substituissem esses pontos na equagao. Ao substituirem eles puderam observar que nao
era possivel ser solucao da equacao do problema. Com isso, eles conseguiram visualizar
que somente os pontos que pertencessem a reta eram as solugoes do problema. Alguns
alunos foram dizendo os pontos encontrados e aqueles que estavam com dificuldades, os
proprios colegas comecaram a auxiliar uns aos outros.
aplicativo no celular tiveram mais dificuldade pois a tela é muito pequena para que se

tenha uma boa visualizacao. Os pontos encontrados por eles estao representados na figura

4.9 e 4.10.
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Figura 4.11: Pontos Obtidos
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l eql: 5x + 6y =90

® A=(6,20)

® B=(0,15)

® C=(6,10)

® D={12,5)

@ E=(18,0)

@® F=(24,-5)

® G=(30,-10)

@® H=(36,-15)

Figura 4.12: 8 pontos

Ao marcarem os pontos, os alunos foram orientados a perceber se todos os pontos
marcados serviriam para a solucao do nosso problema. Eles perceberam que os pontos
negativos nao serviriam. Pois nao tinham como construir um nimero negativo de quadras.
Assim, eles observaram que somente havia quatro solugdes para o problema que estd na
figura 4.11.
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Figura 4.13: Pontos Positivos

Reflexao

Esse trabalho propicia relembrar assuntos de teoria dos nimeros que sao funda-
mentais para a base matematica de cada individuo, fazendo com que eles tenham mais
maturidade na resolucao das equacgoes, trabalhem o raciocinio légico, o que melhora a
percepcao; busca pelo esforgo de tentativas, a capacidade de fazer testes memoriais e a
visualizacao por meio do Geogebra. Mostrando para os alunos que é na tentativa do erro

que chegamos a solugao da equacao.

38



Capitulo 5
Conclusao

Esse trabalho foi realizado numa turma com 35 alunos. Mas sei que a maioria conse-
guiu um bom aproveitamento para o contetido estudado. Falo isso pelo empenho deles
em responder as questoes, pela participacao nos debates para encontrar as solugoes das
equagoes estudadas e o resultado da avaliagao do questionario foi satisfatorio. Apesar das
dificuldades enfrentadas, pude executar todo o trabalho que desenvolvi. O importante
é que com esse trabalho, eu pude aproximar a matematica para aqueles que ainda tem
uma certa resisténcia pela matéria. Foi de grande importancia a percepcao dos alunos ao
compararem o conteudo que faz parte da grade curricular com um assunto mais avangado,
normalmente visto num curso de graduacao. Ao final do trabalho executado, os alunos
se sentiram privilegiados por ver e entender um contetido que nao é da sua série escolar
o que contribuiu para elevar a a outo estima deles em relacao a matematica. A maioria
dos alunos nao gostam de matematica. Mas quando ela é apresentada de forma ludica e
com problemas que tenham relacdo com o cotidiano do aluno, eles conseguem perceber

essa relacao e dessa forma melhora o entendimento da matéria.
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APENDICE A

CENTRO EDUCACIONAL MUNICIPAL GOVERNADOR LUIZ VIANA FILHO

TUBRNO: Matutino

PROFESSOR (A): Adna Leile Silva

TURMA: A

DATA: ! 2019 ANO: 97 ano

NOTA:

Atividade do primeiro dia: Nocgao de Divisibilidade

Um numero natural é divisivel por outro quando na divisao o resto é zero.

Exemplo 1: 523 ¢é divisivel por 37

Como o resto é 1 e 1 # 0, logo 3 1 523.
Exemplo 2: 414 é divisivel por 37

Como o resto é igual a zero, logo 3|414.
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Critérios de divisibilidade. Um numero é divisivel:

e Por 2, quando ele for par.

e Por 3, quando a soma de seus algarismos for divisivel por 3.

e Por 4, quando seus dois ultimos algarismos formam um nimero divisivel por 4.
e Por 5, quando o nimero terminar em 0 ou 5.

e Por 6, quando for divisivel por 2 e por 3 ao mesmo tempo.

e Por 8, quando seus trés tltimos algarismos formam um ntmero divisivel por 8.
e Por 9, quando a soma de seus algarismos for divisivel por 9.

e Por 10, quando o ntimero terminar em 0.

Exercicio 1: Agora responda:

a) O numero 324 é divisivel por 27

f) O numero 531 é divisivel por 47

b) O numero 425 ¢ divisivel por 27

g) O numero 80 é divisivel por 57

¢) O nimero 124 é divisivel por 37

h) O ndmero 432 é divisivel por 57

d) O numero 567 é divisivel por 37

i) O ndmero 432 ¢é divisivel por 67

e) O numero 1824 é divisivel por 47
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j) O ntmero 68 ¢é divisivel por 67

n) O ndimero 43146 é divisivel por 97

k) O numero 4324 ¢ divisivel por 87

0) O numero 40 é divisivel por 107

1) O ntimero4328 ¢ divisivel por 87

p) O ntmero 12 é divisivel por 107

m) O ndmero 5429 é divisivel por 97

Nuimeros Primos

Um numero natural e maior do que 1 é primo quando s6 ¢ divisivel por 1 e por ele

mesmo.
Como saber se um nimero € primo?

Podemos aplicar os critérios de divisibilidade para verificarmos. Dividimos o numero
pedido por primos até encontrarmos um quociente menor ou igual ao divisor. Se nao

encontrarmos uma divisao exata, o nimero sera primo.

Por exemplo, 97 é primo?

97 nao é divisivel por 2 porque ele nao é par.

97 nao é divisivel por 3 pois 9 + 7 = 16 e 16 nao divide por 3.

97 nao ¢ divisivel por 5 pois nao termina em 0 ou 5.

97 nao ¢é divisivel por 7 pois tem resto igual a 6.

o7 |7
713
27

221

6
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e 97 nao é divisivel por 11 pois tem resto igual a 9.

97 | 11
-88 8
9

Como encontramos na divisao o quociente menor que o divisor, podemos concluir
que 97 é um numero primo.

O crivo de Eratéstenes (nome de um matemético grego que viveu entre 285 - 194
a.C.) é um esquema para encontrar primos. Por exemplo, podemos encontrar os nimeros
primos entre 1 e 100. Vamos riscar todos os nimeros pares com exce¢cao do numero 2.

Depois os multiplos de 3, de 5 e de 7.

11213456 7,8]9]10
11112 13|14 | 15|16 | 17|18 ] 19| 20
211222312425 ]26|27 (28|29 30
3113233134 |35(36|37|38|39]| 40
41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50
51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56 | 57 | 58 | 59 | 60
61 | 62 | 63|64 65|66 |67|68|69 ]| 70
7L 72|73 |74 |75 76|77 78|79 80
81 |82 83|84 |8 |8 |87 |8 |89 | 90
91192193194 195|96 97|98 |99 | 100

Como o préoximo primo depois do 7 é o 11, percebamos que todos os miultiplos de 11 ja
foram riscados. Portanto, na nossa tabela s nao estao riscados os nimeros primos de 1

até 100. O que sobrou? Escreva-os na linha abaixo.
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APENDICE B

E CENTRO EDUCACIONAL MUNICIPAL GOVERNADOR LUIZ VIANA FILHO

“"“.4.—\-2“"
CALUNO fA): TURNO: Matutino
PROFESSOR (A): Adna Leile Silva TURMA: A
DATA: ! 2019 ANC: 9° ano NOTA:

Atividade do segundo dia: Fatoracao

Decomposicao de um numero em produto de fatores primos.

Exemplos 1: Fatore os ntimeros abaixo.

40 | 2 50
20 | 2
a) 10 |2 c)
5 | O
21 64
b) d)

MDC (Méaximo Divisor Comum)

Em algumas situacoes precisamos encontrar o maior dos divisores naturais comuns

de dois ou mais nimeros. Veremos a situagao a seguir.

Exemplo 2: Havera uma gincana da qual participarao 18 meninos e 30 meninas. A ideia
¢ de formar equipes somente de meninas ou somente de meninos. Além disso, as equipes
deverao ter o mesmo numero de participantes e com o maior nimero possivel. Vamos

organizar separadamente:

e Os 18 meninos podem formar equipes de 1,2, 3,6,9 e 18 participantes.
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e As 30 meninas podem formar equipes de 1,2, 3,5, 6, 10, 15 e 30 participantes.

Comparando os dois resultados acima, percebemos que as equipes com 0 mesmo
nimero de participantes sao os que tem: 1,2,3 ou 6 participantes. Como queremos o
maior nimero de alunos nas equipes, concluimos que cada equipe sera de 6 participantes.
Logo, o mdc(18,30) = 6.

Exemplo 3: Vamos calcular o mdc de:

a) mdc(12,28) = ¢) mdc(36,49) =

b) mde(10, 12, 20) = d) mde(11,18,25) =

Algoritmo de Euclides

b

41

Temos, a = b.q; + 11

q1 | G2 | g3

a b T | T2

| T2 | T3

Exemplo 4: Calcular o mde(30, 18) :

RERSE
30 |18 | 12| 6
1260

O que o algoritmo nos fornece:
(I) 6 =18 —1.12

47



(1) 12 =30 — 1.18

De onde podemos dizer que:

6=18—1.12,

substituindo ( II )
6 =18 —1.(30 — 1.18)

6=18-1.30+1.18
6 =218 -1.30

Observamos que pelo algoritmo de Euclides, de tras pra frente podemos escrever
6 = mdc(18,30) como multiplo de 18 menos um multiplo de 30.

Exemplo 5: Pelo algoritmo de Euclides, calcule o mdc de:

a) mdc(12,28) =

b) mdc(36,49) =
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APENDICE C

CENTRO EDUCACIONAL MUNICIPAL GOVERNADOR LUIZ VIANA FILHO

;"‘“.4.—\-“"-
CALUNO fA): TURNO: Matutino
PROFESSOR (A): Adna Leile Silva TURMA: A
DATA: ! 2019 ANC: 9° ano NOTA:

Atividade do terceiro dia: Equacgoes Diofantinas

Uma equacao diofantina é expressa da forma aX 4+ bY = c ou aX — bY = ¢, com
a,b,c e N.

Sao chamadas assim em homenagem a Diofanto de Alexandria (300 D.C).

Para sabermos se uma Equagao Diofantina tem solucao, temos que verificar se o

mdc dos coeficientes a e b , dividem o coeficiente ¢, ou seja, mdc (a,b)]c.

Exemplo 1: A equagao 24z — 14y = 18 tem solugao?
a=24,b=—14ec=18
mdc(24,14) =2 e 2|18

Logo, existe solugao para esta equagao.

Exemplo 2: A equagao 4x — 6y = 3 tem solugao?
a=4,b=-6ec=3
mdc(4,6) =2e213

Logo, nao temos solugao para essa equagao.

Exemplo 3: Vamos verificar se as equagoes abaixo tem solucao e vamos encontrar suas
possiveis solugoes.
a) 2z +3y =4
O mdc(2,3) =1 e como 1|4 logo, temos solu¢ao. Uma possivel solugao é:
r=8ey=—4pois, 28 +3.(—4) =16—-12=4

Outras solugoes:
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b) 122 — Ty =9
Como omdc(12,7) = 1 e 1|9 temos solucao.
Uma possivel solucao é
r=06ey=9pois, 2.6 -79=72-63 =09.

Outras solucoes:

c) x+y=2
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APENDICE D

CENTRO EDUCACIONAL MUNICIPAL GOVERNADOR LUIZ VIANA FILHO

;"‘“.4.—\-"'-
CALUNO fA): TURNO: Matutino
PROFESSOR (A): Adna Leile Silva TURMA: A
DATA: ! 2019 ANC: 9° ano NOTA:

Atividade do quarto dia: Como resolver Equacgoes Diofantinas?
1°) Verificar se o mdc(a, b)|c.
2°) Achar a solucao pelo algoritmo de Euclides que chamaremos de xq e yo.
3°) Achar uma solugao geral.

Exemplo 1) Encontre a solugao geral das equagoes abaixo.

a) br+ 6y =1
115
6|51
110

Como mdc(5,6) =1 e 1|6, temos solugao:

1 =6 — 1.5, trocando os termos de membro

6 — 1.5 = 1, arrumando conforme a equagao dada
5(-1)+6=1

Depois da equacao arrumada, obtemos uma equacao que tem a forma de

axg + by = c.

Agora , comparando com a equagao dada podemos visualizar que g = —1 e yp = 1.
r =g+ bt
Yy =Y — (lt,

r =146t
y = —1+45¢,

é solucao qualquer que seja o t € Z, assim teremos infinitos pares de solugoes.

A solucao geral sera dada por:

assim
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b) 2z + 3y =4

¢) 15z + 16y = 17

Resolva os problemas a seguir que envolvem equacoes diofantinas lineares de duas

varigveis.

1) Quantas moedas de 5 e de 10 centavos sdo necessarias para obtermos 50 centavos?

2) Sabe-seque um time de basquete jogam 5 pessoas e que um time de volei jogam 6
pessoas. 80 estudantes visitarao um grande ginasio de esportes para praticar uma
dessas modalidades. Quantas quadras de basquete e de volei serao necessarias para

que todos os alunos joguem simultaneamente?
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APENDICE E

E CENTRO EDUCACIONAL MUNICIPAL GOVERNADOR LUIZ VIANA FILHO

“'".4.—\-2“"
CALUNO fA): TURNO: Matutino
PROFESSOR (A): Adna Leile Silva TURMA: A
DATA: ! 2019 ANC: 9° ano NOTA:

Avaliagao do Projeto: Equagoes Diofantinas.

1) O que vocé achou do assunto?

a) Chato. b) Chato, mas interessante. c¢) Interessante.

2) Voceé acha que esse assunto vai te ajudar na sua vida académica? Porque?

3) Vocé achava que era capaz de aprender um assunto que é dado no Mestrado Profis-

sional de Matemaética? Porque?

4) Agora que vocé aprendeu, como vocé se vé sabendo que aprendeu um assunto que

nao compoe a grade curricular da sua série escolar?

5) Antigamente muitos filésofos, como Diofanto, deram sua contribuigdo nos estudos

de véarias ciéncias. Vocé acha isso importante? Porque?

6) Vocé gostaria de ser um filésofo? O que vocé gostaria de estudar?
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APENDICE F

CENTRO EDUCACIONAL MUNICIPAL GOVERNADOR LUIZ VIANA FILHO

CALUNO Al TURNO: Matutino
PROFESSOR (A): Adna Leile Silva TURMA: A
DATA: ! 2019 ANO: 97 ano NOTA:

Atividade: Estudo de problemas envolvendo equacdes diofantinas utilizando o software

Geogebra

1) Sabe-se que em um time basquete jogam 5 pessoas e que em um time de vlei jogam
6 pessoas. 180 estudantes visitardo um grande gindsio de esportes para praticar uma
dessas modalidades. Quantas quadras de basquete e de volei serdo necessarias para
gue todos joguem simultaneamente,

a) Encontre uma solugdo para o Problema 1. A solugdo que vocé encontrou € a dnica
solucdo possivel?

b) Escreva a equacdo diofantina que descreve o problema.

Apds a insergdo da equagdo no Geogebra com orientagdo do professor, responda:

¢} Marque 8 pontos em que a reta encontrada intercepta os vértices da malha. O que
estes pontos representam?

d) Alguns pontos obtidos tém coordenadas negativas. Estas solucdes sdo validas para o
problema? Justifique.

€) Quais sdo as solucdes encontradas que sdo validas para o problema?

fl De um ponto para outro adjacente, o quanto o valor das coordenadas x e y aumentam
ou diminuem? Este valor é sempre o mesmo para quaisquer dois pontos adjacentes.

g) Utllize a informacdo obtida no item f) para encontrar a solugdo geral da equacdo
diofantina.
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